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* Forfanterne pusker at takke Michael
Ciristensen sami en anonym referee for om-
fattende kommentarer og talrige forslag il
Jorbedringer. Peter Honoré skal takkes for

e raekke kritishe spargsmdl, der skarpede
vores apmaErksombed ombring de numeriske
resuftater. Tilbageowrende ferl o mangler er
Sorfatternes ansvar alene.

Resume

Denne artidel indefolder to potnter. Den forste
drejer sig om ebligationsanalysens anvendelse
af varighedstegreber. Vi advolberer for bragen
af stakasiisk varighed frem for de tradirionelle
statiske varighedsdefinitioner. Den anden
pointe vedrorer prisfastictielse af optioner
sdrevet pd fupon-odligationer. Med ndlzangs-
Jaindi | den stodastiste Carighed anciser f en
sinipel og meget prevets metode (il approlsine-
tion af apiionspreemier.

Introdulktion

Varighedsbegreber er en for lengst aner-
kendr redskab il vurdering af obliga-
tioners og obligationsportefeljers basisrisi-
ko' (renterisiko). For analytikere, som be-
skacfriger sig med de finansiclle markeder,
herer varighedsbegreber og dets definition
hjemme | mengden af tlverelsens f fasce
holdepunkrer. Der er da ogsd skrever sd
meget om dette risikomil og om modifika-
tioner heraf, siden Macauley for niesten 60
ar siden introducerede begreber, ar lese-
ren muligvis allerede er ved at tractees ved
udsigten tl at skulle lese endnu en artikel
om emnet, Der er der nuingen grund il
Wi vil ikke ulejlige lasseren med at ingro-
ducere endnu en pistiet forbedrer udgave
af varighedsmdler, men blot minde om
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Cox, Ingersoll & Ross” (CIR) srabaseishe
wvarighed® (Cox, Ingersoll & Ross (1979)).
Denne tilsvneladende noger oversere al-
rernative definition af varighed er efter vor
mening det hidol bedste bud pi et risiko-
midl for obligationers basisnisiko 7 en afyra-
sl senemendeeng. Vi illustrerer med en
rkke eksempler problemerne med de
statiske varighedsmal baserer pi feks.
effekriv rente eller estimerede nulkupon-
renter.

CIR’ stokastiske varighed danner ud-
gangspunkr for artiklens andert formdl, som
er at anvise en neme anvendelig og meget
npjagtiz metode il at approksimere priser
og Aedze ratios for obligationsbaserede op-
tioner. Eftersom merodens grundlag eren
dynamisk rentestrukturmodel, er det teo-
retiske fundament berydelig mere solide
end for konkurrerende metoder, der base-
rer sig pd modifikationer af Black-Scholes’
akticoptionsmodel. Idéerne bag denne del
af artiklen er farst undfanger al Wei (1993).

Stokastisk varighed

CIR's stokastiske varighed udspringer af
en standardmeodel for usikkerheden 1 et
obligationsmarked. Det antages, at obliga-
tionspriserne er bestemt ud fra tlstands-
variablen srenten -, A4, oF tiden, £, op at
renten udvikler sig i henbold ol en stoka-
stisk proces af fplgende form

drit) = piridt + &l rids(i). (1)

pfrd er processens driftled, der angiver den
forventede mndring 1 renten pr. tdsenhed.
Uisikkerheden er indfare gennem sy, som
er en standard Brownsk bevierelse — ot
stpjled, ofr er volatiliteten, dvs. ﬂ‘"?r) er
processens gjeblikkelige varians., *

2&‘1‘ Lodelse & Edhvgrvsianonms 4FH

Lad nu Pfrr) betegne en obligations pris
pi tidspunkr ¢ og ved renten r. Ligning (1)
leder, via en anvendelse af Itd's lemma, til,
at udviklingen 1 obligationspriserne er gi-
vet ved processen

”;’:; o mfr.t)elt + G(r) -ﬁ-}%‘:" daft) (2)

hvor mirs) er der forventede afkast pr.
tidsenhed, og P_betegner den particlt af-
ledte af obligationsprisen med hensyn til
renten.

Af ligning (2) ses der, ar obligationens
prisfplsomhed over for ikke-forventede
andringer | renten er besteme af stgrrelsen
afr)f [P, Bemark, at @fr), der hidrprer fra
renteprocessen, er generel for hele obliga-
tionsmarkeder, mens P AP er specifik for
den obligation, der betragres. Stwarrelsen
P {P indcholder siledes den relevante in-
formation om obligationens risikofkurs-
felsomhed, Vejen herfra o il ex risikomdl,
der pd konsistent vis kan benyeees tl sam-
menligning af obligationers Kursfalsom-
hed, op som Kan médles | enheden »rids,
f.cks, »dre, er ikke lang. CIR definerer
stokastisk varighed sdledes:

Dew siobastiske varighed for en (Eupon-)
abfization defineres som fgberiden for dén
wwdbupon-obligation, der har samore furs-
Selsonthed, som dew (Eupon-) obiigation, der
betragtes.

Senere i artiklen, ndr vi Fir brog for vder-
ligere matemansk priccision, indfprer vi
funktionen ff 1) for nulkupon-obligationens
lpbetdsathaengize kursfplsombed. T over-
ensstemmelse med ovenstdende verbale
definition kan stokastisk varighed for en



hvilken som helst ebligation derfor define-
res analytisk som £ ~'fxJ, hvor x betegner
obligationens kursfelsomhed, jf. ovenfor
For en given dynamisk rentestrukturmo-
del er det derfor i ferste omgang et sporgs-
mil om at f idenoficerct den funktionelle
form for ff-). I appendix har vi illustreret
fremgangsmiden for én af de w meger ud-
bredee rentestrukurmodeller, som vi i
resten af artiklen koncentrerer os om. Dis-
se er Vasicek-modellen (Vasicek (1977)) og
CIR's kvadratrodsmaodel (Cox, Ingersoll &
Ross (1983)).

Dt er pd sin plads ar indskyde, at
Vasicek- og CIR-modellerne har vazrer
hirde kritiserct siden deres introduktion.
Kritikere har blandt andet fokuseret pi
den meger simple én-fakror specifikation
samt pd valget af den korte rente som fak-
tor, jF. fodnote 3. Ikke desto mindre an-
vendes modellerne vel som aldrig for, oz
der er ogsd stadig i vido omfang disse
muodeller, som akademikere vender tilbage
tl, mir der for eksempel soges analyvtiske
losningsudervk for priser pd nve finansiclle
renteathwengige instrumenter. Vi tillader os
at flyde passive med denne strom og luk-
ker diskussionen af med en akademisk
Aoskel: Er ependigr tesc af modellernes
forklaringsevne over for udsving 1 obliga-
tionspriser over tid ligger uden for denne
artikels rammer. Den serlige interesserede
henvises tl speciallicteraturen. Er gode
sted at starte er Gibbons & Ramaswamy
(1993),

Bade Vasicek- og ClR-modellen er
specialtlfelde af den mere generelle
maodel 1 (1), Specialtilficldene udkrystal-
liseres fra (1) ved bdndlcaselse af g
og @), som angivet | nedenstiende
tabel.

Vasicek CIR
e K @-r ki G-rl
ofr) o By

Af rabellen frempgdr der, ac driftleddec
begge modeller er specificerer sdledes, ac
renteprocessen bliver mean-reverting om-
kring niveauet & Parameteren & bestem-
mer sevrken, hvormed renten tiekkes
imod sit langsigtsniveau, og kaldes derfor
ofte for the mean-recersion rete. 1 Vasicek-
modellen er rentevolatiliteten, &, kon-
stant (hvilket desvasrre kan affede nega-
tive renter), mens volatiliteten 1 CIR-
modellen tillades at variere med rente-
niveauet.

Foruden de tre konstante renteproces-
parametre K, & og o samt en staroveerdi, £y,
behaves for hver af de to modeller endnu
en parameter tl den fulde specifikation.
Denne paramerer fastlegzer den sikaldre
marrkedspriv pd risife.? 1 Vasicek-modellen
er markedsprisen pd risiko giver ved
konstanten A" mens markedsprisen
pa risiko 1 ClR-modellen er besteme
ved E}'_J A hvor A% er konstant.,

Til brug for eksemplerne i resten af ar-
tiklen er der nedvendigr med estimater for
maodellernes parametre, Renteprocessens
parametre har vi esumeret efter metoden
beskrever i Jorsensen & Hansen {(19493).
[Ien anvendee tdsserie af korte renter er
deag-til-deg venten fra primo januar 1993 ol
ultimo november 19935, Dag-til-dag renten
offentliggores | Danmarks Nationalbanks
publlikation «Finansiel Minedsstatistik«.
Paramerteren A4 blev bestemit simultant
med r, ved at tilpasse modellerne il mar-
kedskurser for det dunske obligationsmar-
keds t mest omsatte inkonverterbare
statspapirer i borsdagen mandag d. 26,

Wanphedsbangrce Prasfasepelse af { Ipgaomer gebd ]tlllr_,.ll M 2{}:5



februar 1996.% De opndede estimarer var

som fplger:
Tabel I
Vasicek CIR
K (.3574 0.3421
8 0.0738 0.0752
o 0.0265 0.1185
Abasiced 0.2884 .
ACIR - 0.1032
) 0.0316 0.0356

Med udgangspunkt i de estimercde para-
metre vil vi fgrst illustrere de forskelle,
der kan opsti ved brug af forskellige varig-
hedsdefinitioner. Dernacst vender vi os
imod optionsprisfastsaetrelsen.
I tabel 2 herunder har vi anfert model-

kurser og markedskurser same beregnet
varigheder | henhold ul tre forskellige va-
righedsdefinitioner for en rekke danske
statsobligationer pd bersdagen den 26. fe-
bruar 1996. V, er den i kurslisten opgivne
varighed. V, er varigheden beregner med
udgangspunkr i obligationens effekrive
rente ligesom 1V, , men hér er modelprisen
i henhold il de respektive estimerede
modeller lage til grund for beregningen af
den effektive rente. V, betegner den nul-
kupon-baserede varighed, hvor nulkupon-
diskonteringsfakeorerne er beregnet ud fra
de estimerede modeller.” Endelig er V,
CIR’s stokastiske varighed svarende «il
B 'F i), jf. ovenfor.

Ilere interessante ting kan observeres i
tabel 2, Farst og fremmest skal der be-

Tabel 2
Vasicek-maocdel CIR-maodel
Papir Bors- Va Muodel- v, v, v, Bl onde]- v, v, v
kurs kurs kurs
Srtedofsngh
DK 1450 103,540 .71 104,14 0719 071% 03719 105.97 0719 0719 071%
L 2000 110240 kX 110.23 40001 39ET - daih 110,349 4001 - 3988 A8
g 1996 108,540 248 108,60 24W)  2ART 2417 108,56 2490 2488 0 2438
O 14, 105.00 {1.71 10345 0719 oY 0.F1h 103.28 0719 Q719 7Y
B KM 102.74 733 102.584 TA41 7232 sl 10264 7338 0 7226 5583
B 2003 14,55 247 104,79 5476 5431 4013 104,849 5ATT - 5433 AAtd
B9 2001 10554 4.74 105.74 4744 4721 4001 105.91 4745 4723 4273
T 24 BS.00 - 11,70 B5.51 11,727 10,975 4877 BiEl 11600 10,744 . 5402
TH 2004 43.20 .73 9721 6,742 6667 0 4979 9716 0741 a60H - 5364
T 1994 103,46 1.90 10361 1905 15 - 1.893 105,48 1005 - 1905 1.39%
T& W7 103.%H) 1.4 103.23 1.405 1405 1393 105,000 LAGS 1405 1397
f.25% 1997 101,640 (.45 100 56 D456 0956 0950 .68 QU3 - 08956 LU5S6G
65 190 104,52 345 975 JA462  JAd36 0 3304 Q0,85 JA62 0 3457 3550
S.2556 1906 100, 340 0,45 10065 0,456 045306 0456 10052 0AM - 0456 0456
Nerteldn
12% 2001 11545 2467 1160 26H2 2657 2338 1 14 L R L I )
LK 20044 112.25 .77 112.57 3747 3712 0 281G 112,539 ATET O AT714 0 ARd
104% 19t 107.25 i.71 10603 1.722 1.2 1503 1075 1.722 1713 L.560
A5 14997 4, TR (N} LLVRTE ) L1150 1LY o LO6E T4 (18 T N I e 1.1
266 Ledehe & Erhvormaknmmi 4%




markes, at begpe rentestrukturmodeller
efitter« markedet udmarket. Kuni fi
tlfzlde er der tale om fejlprisfasiseelse
pd over et halvt kurspoint.” Milc ud fra
summen af de kvadrerede afvigelser ud-
viser Vasicek-modellen — der ofte udskel-
des i den akademiske litteratur for at til-
lade forckomst af negative renter - pd
denne barsdag og for de udvalgte obliga-
tioner et bedre fir end CIR-modellen.”
Bemaerk dernasst, at der kun er smi af-
vigelser mellem Vi, Vi, 0g V,. DaVy0g V,
er beregner efter samme opskrift, burde
de vazre ens. Der opstir imidlereid en lille
afvigelse, da modelprisen er benytret som
udgangspunke for bestemmelsen af den
cffektive rente til brug for V. Og modcl-
pris og markedspris er, som diskuteret
ovenfor, ikke helt ens. Ved normalt for-
lgbende rentestrukourkurver er de ogsd
reglen, at forskellen mellem den nulku-
pon-baserede varighed, V,, og varigheden
baserer pd den effekrive rente, V), er be-
skeden. Fordelen ved V, er som bekendt,
at varigheden for en portefolje kan findes
som e kursvaegret gennemsnin af de indi-
viduelle obligationers varigheder.
Sammenlignes nu V, med de andre va-
righedsmil, ses der, ar der er markante for-
skelle i de bereanede varigheder. Forskel-
len er swerlige udtale for lange obligationer.
Berragres f.eks. den for tiden toneangiven-
de 8% 2006 obligation, ses der, ar de stati-
ske varighedsmdl finder varigheder pi ca.
7.3 dr, mens den stokastiske varighed er
3.16 eller 5.58 dr, alt efter om Vasicek-
eller ClR-modellen lagzes il grund. Diet-
te er afgjort voldsomme forskelle, Hele
guale bliver det for der meger lange 7%
2024 stiende Fn. Varigheden er i dette
tilfaclde mere end 100% overvurderet, og

der bemarkes, at den stokastiske varighed
for samme papir beregnet med Vasicek-
modellen som grundlag fakrisk er mifngre
end den dilsvarende varighed for der std-
cnde ldn, hvis lebetd er cirka 20 4r kortere
(7% 2004)!

Der eralsd tilsyneladende ale om sy-
stematisk overvurdering af obligationers
kursfalsomhed ved brugen af statiske va-
righedsmidl, Man kunne fristes tl at for-
klare denne effekt ved at henvise til den
serlige mean-reversion egenskab, som be-
siddes af sivel Vasicek-modellen som
ClR-modellen. Detee leder nemlig il en
naturlig overgranse for usikkerheden (va-
riansen) omkring der fremreidige rente-
nmiveau, hvilket der ikke vil vare 1 model-
ler uden mean-reversion. Dette kunne vide-
re tenkes ar kegee en demper pd den
{modelspecifikke) stokasuske vanghed.
Men den forklaring er ikke nlsuzkkelig,
Fiernes mean-reverston egenskaben, obser-
veres sammie Has. Vi har ogsd kalibreree
modellen med en relative hoj vaerdi af 7,
{10%) og med de avrige parametre, heri-
blandt 8 umndrede. Deete kunstgreb
andrer inter ved de ovenfor diskuterede
kvalitative resultater: 1, er forsar cirka
halve sd stor som ¥, og V, for det lange 7%
2024 lin, og V; er igen en anelse swrre for
det korte 7% 2004 lin end for 75 2024
liner. Der henvises il Cox, Ingersoll &
Ross (1979) for vderligere numeriske re-
sultater.

Ovenstdende analyse og de rapporterede
resulater bor give obligationsanalviikere
anledning til at overveje deres anvendelse
af varighedsbegrebet. Yores wrinde har si-
ledes ikke vaeret at plvise noger deciderert
forkert ved de rraditionelle varighedsmil,
der baserer sig pd enten nulkupon-renter

Vanghcihbascret Pondasewenele of Cprioner ph Obligasones Zﬁ?



eller effekriv rente. Hvad vi derimod gn-
sker at pipege er, at det er meget let at an-
vende disse midl forkert. De statiske varip-
hedsmdl er fine, hvis man pnsker et bud
pi ¢n obligations kursaendring som folge
af, at fefe rentestrukeuren om et gjeblik
forskydes med for eksempel 1% 1 op- eller
nedadgiende retning. Men for dee fersee
er det et problem, at denne tvpe rente-
strukrurskift, som alesd implicit forudsaer-
res af de statiske varighedsmdl, er urea-
listiske, Det er siledes blever vise (Inger-
soll, Skelton & Weil (1978) (ISW)), at va-
righed med udgangspunke i den effekoive
rente kun er et brughart og sammenligne-
ligr risikomil i dvnamisk sammenhazng,
hvis rentestrukouren alnd er flad. Tilsva-
rende viser ISW, at den nulkupon-renee-
baserede varighed kun er teoreusk hold-
bar, sdfreme rentestrukourskift kan antages
at ske ved parallelforskydninger” For det
andet er det tvivlsomt, om dét, obligations-
analvukere gnsker, er information af oven-
nxvnte karakeer. Det er nok 1 hpjere grad
sammenligninger af kursfolsomhedfrisiko
et tvaers af kurslisten, som er interessante,
og ovenstiende numeriske cksempler har
illustreret = giver at rentestrukturens dy-
namik er velbeskrevet ved én-faktor mo-
dellerne = an de statiske varighedsmdl kan
fore til en endog meget forkert gruppering
af obligationer i1 forskellige risikoklasser.

Opsummerende kan man sige, ar idéen
med CIRS stokastiske varighed er, ar man
med det formil for gje at analysere kurs-
folsomheden/risikoen for en kupon-obliga-
tion (porcefplje) i steder med fordel kan
betragee en simpel nulkupon-obligation
med samme kursfelsombhbed.

| resten al denne artikel vil vi diskutere,
hivorledes samme idé kan anvendes 1 for-

ZﬁH Hoedele & Eilivedyaakimviiag 4%

bindelse med prisfastsazoelse og hedging
af obligationsbaserede optioner.

Optioner med obligationer

som underliggende aktiv
Prisfastsettelse af optioner med kupon-
obligationer som underliggende akeiv er
en kompliceret sag, Dette gaclder vanset,
om problemer anskues fra en prakusk eller
en teoretisk synsvinkel, Jsus:lgcn herul er
primacrt, at man i udviklingen af modeller
til prisfastsaeerelse af renteafledee fordrin-
ger som minimum md modellere udviklin-
gen i defe rentestrukturen pd en mide, som
ikke giver anledning il inkonsistens (ar-
bitragemuligheder) over tiden. Hensigren
hermed er naturligvis ac £ en covazrdig
model for der underligerende akeivs dyna-
miske udvikling. Forst herefrer kan man
pive sig i kast med ac fasclapee en fair pris
for det afledee aktiv. Naervacrende tids-
skrifts lesere er bekendr med denne pro-
blemstilling fra en artikel af Miltersen
{1993).

IY'or de o rentestrukturmodeller, som vi
for neervicrende har valgr ar behandle
(Vasicek- og ClR-modellen), er der i licte-
raturen udlede formler for priser pd en
rckke obligationsbaserede europriske op-
tioner. Jamshidian (1959) har med Vasicek-
rentestrukturmodellen som grundlag ud-
lede prisformler for oproner skrever pi
bide nulkupon-obliganoner og kupon-ob-
ligationer. 1 Cox, Ingersoll & Ross" op-
rindelige artikel fra 1985 fandt forfacerne
selv der korrekoe udorvk for den euro-
paciske option i tlfxlder, hvor dec under-
ligeende akoy er en nulkupon-obligation,
CIR-modellens priser for europeiske op-
tioner skrever pd kupon-obligationer blev
funder al Longseaft {1993) Sorensen



(194) analvserer og sammenligner ob-
ligationspriser opnier ved anvendelse af
henholdsvis en modificerer udgave af
Black-Scholes’ formel og Longstafts for-
mel.

[ de cilfrelde hvor den underligrende ob-
ligation er en kupon-obligation, er formel-
udervkkene temmelige komplicerede.
Prisen for optionen vises sdledes at kunne
reprazsenteres som et seerlige viegret gen-
nemsnit af priemier for oprioner pi (hvpo-
teiske) nulkupon-obligationer og med
snedige justerede exercisckurser. Evalue-
ring af disse formler krever decideret
programmering of kan vare meger tids-
krazvende. For nulkupon-obligations-op-
tionerne derimod har prisformlerne stor
lighed med den velkendre Black-Scholes
formel og kan derfor evalueres ved hjelp
all en avanceret lommeregner eller et sim-
pelt regneark,

Ovenstdende facts har nerer idéen om
rent beregningsteknisk at approksimere
vierdien af en option skrever pd en kupon-
obligation med prazmicn for en oprion
skrever pd en nulkupon-obligation med
samme basisrisiko. Tilsvarende md op-
tionsprizmiens folsomhed over for diverse
modelparametre (de sikaldee Greals), her-
under deale ratio 'en, kunne evalueresfap-
proksimeres ved en betragtning af den si-
ledes dlsvarende nulkupon-option, ldéen
er farst skitseret 1 Cox, Ingersoll & Ross
(1979} op senere fulgt op 1 Wer (1993), Lad
os se pd dealjerne.

Som udgangspunke betragres en kupon-
ubligation (obligationsportefolje) bestd-
ende al NV sikre fremtidige betalinger 4,
i=7...N. Vore rentestrukourmaodeller vil
prisfastsette obligationen i henhold il
nutidsvaerdirelanonen

.
PR ) S b Pt )

hvor P'fr£.5,) betegner prisen til tid 7 og
ved renten » pd en nulkupon-obligation
med udlobsdaro s, (svarende il odspunk-
tet for betalingen &) Nulkupon-prisen
P'frts ) er givet ved lukkede formelud-
ervk 1| bidde Vasicek- og ClR-modellen
(forstnaevnre er angivet 1 appendix).
Betrazt nu en curopeisk call option med
udlabsdarn ¥, excrcisepns A og med
kupon-ohligationen som underlizgeende
aktv.” Optionsprisen pid tidspunke 7 og
ved renten betegner vi £ (e 1K), 1
det folgende skitseres henholdsvis den
chsakee og den approksimerende merode,

Den eksakte metode
Som nevat ovenfor er det blever vist i ar-
tikler af henholdsvis Jamshidian og Long-

seaff, at ¢ (e K Lkan udtrvkkes som

- ":
chee ey Ny -Eﬁjﬂ"'l’ﬁf.?;ﬂ.x b 19)

f=1

hvor E5 e £ R ) beregner primmien pi
tidspunke £ og ved rencen £ for en 7-irs call
option pd en nulkupon-oblizaton med ud-
lobsdito 5 og med exercisepris A K, er gi-
ver ved udirvkket K, = 0% s ), hvor 1*
er losning il

2&11"--“--.?:.{{; - K.

=1

Som mevor findes der »Black-Scholes lig-
nende« lukkede formeluderyvk for prisen
for e¢n option pd en nulkupon-obligation i
sdvel Vasicek- som ClIR-modellen (forse-
maevnre eranfore L appendix), Alligevel vil
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der vaere en komplicerer opgave at evalue-
re (3) —1s@r hvis der er et stort antal ku-
ponbetalinger pd den underliggende obli-
gation, da +* skal findes iterarive.

Varighedsbaseret

approksimation af optionspriser

Den varighedsbaserede approksimartion af
optionsprisen falger nedensdiende logik.
Kursfalsomheden for ku]‘?unﬂhligatinncn
et ifplge (2) giver ved AT § phapor gop
igen er giver ved simple formeludiryk i
begee de betragtede modeller. Tilsvaren-
de har vi for nulkupon-obligationen, at
kursfalsomheden er givet ved fit) = P/
P°), hvor athazngigheden af nulkupon-ob-
ligationens lgbetid er understreger ved
indfrsel af funktionen ff7). For bide
Vasicek- op CIR-modellen findes simple
lukkede formler for ff t). Denne funkrion
bruger vi nu til at bestemme kupon-obli-
gationens stokastiske varighed. Denne er
jevnfer tdligere giver ved

Pfikpa#)

| fivon ,.Jr" (‘_. pon | (6)

Idéen i den varighedsbaserede oprions-
pris-approksimation er nu ganske enkelt
fulgende

(:'\‘ﬂ_lﬂ-u'.ﬂ' .|".r|1f, ?:KJ - {?]

RPN e TR = - € (Tt 4 VRO 'F—"j,
Afiferax Sk W
hvor

Ijx"m#ff:r!
W= Ao
Pilnat+ Ve o)

Uderyk (7) siger, at priemien for call op-
tionen pd kupon-obligationen kan tlnaer-
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mes ved preemien for et antal tilsvarende
call optioner skrevet pd nulkupon-obliga-
tioner med Ipbetid V57" . Det npdvendi-
pe antal optioner pd nulkupon-obligationer
P
er besteme ved brgken y = "=, som be-
stemmer det antal nulkupun-u‘:ligatinncr,
der skal til for at opnd en akruel markeds-

vazrdi som for kupon-ohligationen.

Vi vender o5 nu mod et par eksempler,
som er inspirerer af konerakrer fra der dan-
ske FUTOP-marked.

[ overensstemmelse med forrige afsnic
berragrer vi optioner skrever direkte pd
obligationen, selvom de optioner, som til-
bydes af FUTOP, fakeisk har futureskon-
trakten som underliggende akuv. Forskel-
len er (burde vazre) marginal, ndr bloc vi er
opmarksomme pd vedhzngende renter og
eventuelle kuponer i optionens leverid.
Helr prazcist er der underliggende akriv i
cksemplerne defineret til at viere nutids-
vaerdien af de af obligationens kuponer,
som falder efter optionens udlgbsdaro.

De o optioner, som faktisk handles den
26, februar 1996, har henholdsvis det tone-
angivende 8% 2006 statskin og 7% 2004
statsldner som underligpende aktiver. Op-
tionerne har udlpb enten den 18, marts
eller den 17, juni, For 8% 2006'¢cren skal
man vazre opmeerksom pi, at den har ter-
min den 13051996, Der er alesd en mel-
lemliggende kupon, som vi tkke mi glem-
me at =fjerne«. Hvad angdr statens 7%
2004, falder den nieste kupon den 15, de-
cember. Der er alesd ingen mellemliggen-
de kuponer.

Vi er nu klar il at se pd nogle resulater.
I tabel 3 har vi anfere bidde den eksakee
opuonspremie (0} og den approksimerede

aptionspraemie (0

appres) DETEENECT pd



Tabel 3

Vasicek Cox, Ingersoll & Ross
Udlat K (¥ Cappros S-afvigelse C Cuapprox F-afvigelse
&% 2k
1803 08 %= 26278 PR = J2 70
106 26063 2.6:40:4 00045 25044 2.5052 e
101 1.7375 1.7376 00084 1.6341 L3343 L4
102 0.9795 (.97 (L0077 (TG 09177 [LM153
103 04525 45324 (0.0203) [N R (41906 {00350
104 01645 L1643 (01047 01467 01465 {0, 1938)
105 0.0457 L4535 (0. 2544 RV ETE 00363 {05014
106 00095 [h.CRa {0.6328) (LM% 11,0058 {1.1762)
107 00015 ) (1.2938) [k, (R} 0.0006 { LA9AE)
PR R X Fw fOR S
100 37360 37309 0252 Ja023 35034 (L0382
101 29274 20283 00313 300200 30218 (L0350
102 23,2087 22104 00240 2.51460 23167 032l
103 160040 16002 00169 1.7024 1.7025 (LT3
104 11070 11068 {0.0165) 11912 1. 185 {00511
105 07204 (L7ZHE {LIHZ2) LTEIE 07827 {0, 1470
106 (45640 L4557 (01925 (A5 04791 10, 3059)
107 027049 {12655 {0.3553) L2703 {.26584 (0.5665)
108 01521 1512 {0.57949) L1363 0.1355 (09631)
108 (MBS 0.0501 (L9044 ) CLIMAF 0,05495 (1.5750)
I 2
PR P m B8 7RG P* o 88 7567
23 37747 57747 (00K 3. 7430 57430 [EEE 1L
94 A4.7708 +. 7764 (0,0 o+, 74049 4. 7460 (LIMNES
95 L7807 LTa08 (LM 37552 A.7353 (Lim122
Uiy 2.9 2705 (LIML5 6 2,785 27833 LGS
a7 1.5620 I.E8621 (b (MRS I.Hi 5 1. 5050 L2y
93 1.06G13 | 0¥ -4 0.0 35 10850 1.0857 00, 0] -4CH
99 (4901 04001 (LN T} 0.51.30 05150 (0L 5
T 1747 01745 {005 0. 1836 1833 (0. 1342
101 (LGS 00H6G1 {32430 00458 REERT (0.4370K
102 [LRC L 0,008 {0LBE35) 000732 (LR07 (L1571
FT.06 04 P SR AT IN = 907 6
a3 O E G151 (LKA R i FU0E 041154
wy 56486 B.64492 0L 37582 5754 00224
95 4. 7078 +, 7056 (L0170 4,565 4547 0025
i R AT 1 ks 3802 (L2535 39769 359754 10,0381
937 2 UTH5 2497495 LR ER{SE N [ G025
495 22507 22575 (L3560 24277 24286 D156
R 1.6054 | Glkes L0225 17815 17818 001560
1) L.(F2 1.0k [ARLIRTAY 1.2391 1.2387 (10,0360
LT} .70 3 0. 7087 (LLIKER ) (.80 (LBOE0 (W13
102 4335 04326 (L2101} 04588 (L4575 (0. 2550
103 1, 2496 0,.2456 (LR [ 0, 2088 L2672 (0.5761)

Nose 08 figuren: For o se, hvorndr optivnen e iv-sle-money eller aut-of-the-monsy, kan man sammenlizgne
exercisckursen med den fremdiskonterede abliationspris Gl optionens udlabsridspoanke (f*) hyilker svarer il
At sammenligne obligaionens vaerdi i dag med den ilbagediskomterede exercisckuors,
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grundlag af henholdsvis Vasicek- og CIR-
modellen. Den procentuelle afvigelse af
C ypprny fra »facite, det vil sige €, er ligele-
des anfort. Som det ses af tabellen, erder
tale om meger smi afvigelser. Kun i enkel-
te tilfalde hvor optionen er far-aut-af-the-
mrowey, sniger fejlen sig op over én procent.
Der forekommer imidlertid et vist manster
i afvigelserne. Nir oprionen er in-the-maney
(3¢ note til tabel 3), er den approksimere-
de optionsprzmie svstematisk sterre end
den cksakie og omvendr, ndr optionen er
attl-af-the-rroney.

Svsrematikken i disse afvigelser skvldes
forst og fremmest, at der alene er approk-
simerct ud fra en marching af varigheden.
Der blev ikke taget hensvn el hajere or-
dens led, herunder konveksiteten, Med
andre ord: Kupon-obligationens volacilicer
blev matcher med nulkupon-obligationens
volatilitet, men volatilitetens rentefslsom-
hed blev ikke matcher.

Diee er mulige ar matehe bidde volatilice-
ten og dens rentefolsomhed ved at tage
udgangspunkt i wo nulkupon-obligationer
med forskellig lohetid, men vi henviser
blot interesserede il Wei (1993) for en
nzrmere diskussion af detre. Resuluaterne
ved kun ar kigge pid volatliteten (vanig-
heden) er sd dlfredssellende, at vi vil stop-
pe her og glede os over den simple og
pracise approksimation, Optionspracmicns
fulsomhed over for modelparametre, her-
under Aeefee rewfie’en, kan neme approksi-
meres ud fra samme princip, og approk-
SUMATIHNEN CF IZen Meger precis.

Afslutning

| denne artikel har vi pricsenteret et alrer-
nativ til de traditionelle varghedsmil, som
obligationsanalysen betjener sig af, Den
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stokastiske varighed udmarker sig ved at
vaere brugbar til Konsistente sammenlig-
ninger af obligationers og obligationsporte-
foljers basisnisiko i1 en dynamisk verden.
Dre rraditionelle varighedsmal baserer pd
cffekuv rente eller estimerede nulkupon-
renter fejler pd dette punke, fordi de im-
plicit forudsaetter urealistiske rentestruk-
turskift over tiden,

Gennem en rekke cksempler har vi de-
maonstreret, at ohligationsanalvikeren kan
fi ganske forskellige apfamelser af risiko-
esruppeningen af forskellige papirer, ale
efter hvilket varighedsmdl som anvendes.
Vore cksempler illustrerede, at man ved
ukritisk anvendelse af klassiske varigheds-
definitioner risikerer kraftigt at overvurde-
re risiko og kursfalsomhed for lange obli-
FATIONET,

Ulempen ved den stokastiske varighed
er, at definitionen er modelspecifik. For
man skan fi et tal ud«, skal der sdledes
valges en model, som efterfplgende skal
estimeres. Drpmmen om stokastisk varng-
hed som en oplysning i kurslisten er si-
ledes formentlig naeppe realiserbar,

I artiklens anden del anvisce vi med ud-
gangspunke 1 den stokastiske varighed en
simpel og anvendelip metode tl beregning
af priser for optioner skrevee pd obliga-
tioner. Metoden er meget npjagtig og
minder i anvendelsen meger om en Black-
Scholes beregning, (. appencdix. Derud-
owver er metoden betydelipr bedre weone-
tisk Munderet end andre udbredre vananter
af Black-Scholes’ formel.

summary

Lhis aticle has tiwo points, The first coneerns
the applicadiliey of the concept of duration to
bond analvsis. We adcocate the wse of stochastic



duration rather than the traditional definitions O the basts of the stachastic dwration we
of duration. The second point concerns the suggest a simple and exact method of approxi-
pricing of options writfen on the coupon bonds. — mation of aplion prestiums.

Appendix
I detee appendix anferes en rckke centrale relationer for obligations- same optionspris-
fastsiettelsen inden for rammerne af Vasicek's rentescrukeurmaodel.

Nulbupon-pris:

Nulkupon-obligationspriserne er giver ved

_I -K7 G__j' i ﬂ u: i: - T, 2
Porps)=exp ) (l—e )8+ =" —r}=(@+ =7 7" _(l=77)(, (A}
K KoK K2k eV
hvar =54
Basisrisito:
s . Pl sl
Risikofunktionen f{1) = ——— = y findes let ud fra (A1) som
Forrs)
1 -KT
fit=——ll—¢" )=y, (A2)
o
of dermed har vi
Iniwy+1)
e e 2 (A3)

K

Ohptiauspramie:
Jamshidian's formel for prasmien for en option pid en nulkupon-obligation er folgende:
LK) = P fnes)Nid )= KPP (e )N, (A4

hivar

e In{P(r,t,8)/ (P{r, 1, TIK))

(- k

I ot alafd=d l. “xfx=
iE{E“_f ‘ j]:"{]_*’ rn]l'r"i'v (AS)

M) betegner den kumulerede normalfordelingsfunkrion.

=
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Noter

i

L4

Basisnisiko er rewtestrvkruriiteraturens betegnelse for
ext adfigarians refarite priseudeing one folee af itde-
Jorvensede andringer | rewtestruktaren. Pd termins-
rrerrkederne beryttes same bevepnedse 11 Seskrrvelse af
Sorskelle mellens spor- ag futaresburser, wmen der er fageat
sawrnenferng § gUrigr.

o et din diskureres, om Detepmelien stokastisk varig-

hed er vefvadpr. Setepunelien wed fbbe forsds derfien, ar
vartgheelen gdr few og drver en wmdlelip og diffus
staerelie, Dex stokairizbe varighed er nennlig ikhe
stofasrind puf ondiiagsetelpunberfttapunds el Men ofe
Srerutialipe vorigheder iver srodassiske som folee af
specifibationes af en stobarriab rentestrubrarmoded.
Selleetes agpfyldes memiip awsker om av fF riffare vang-
Sectsedefinirionen ef dynamisk clement, Wen Lone
derfor afternativd deage Setegrelren dyvnamisk vanig-
hed. Denne er imidlertia oged phelefip, dele selfolpeliy
Sorai CIR nw en geng har vafar en anden Seteguelse, o
dels fordt rmindse dir anden forfotter alferede har fager
patens pef detegnelien =dyaramic durations § deslegter
sawrnieakeng (e Christensen {19961

o Dt er ihfe disse stackt forendlende awtapelser, som

Feeder 161 e seniere apadede resultaten, Vi daune foks, lige
sef ot specificere en mere Sreet faromende mudvi-fakror
raaclel elter en fortwardrente-buseret woned & fa Fleoes,
Sarrgwe & Morton (F992). Men forentiingen Afr er
watnrfigois foretager for af fremboroe den epentige
pointe. For yderligeee analyie af stobastish vorighed |
Hearh, Sarroae & Worton-modellen Sevoises of Aw &
Thursion (1 993).

. Markedsprisen pd risibo er piver ved

el = i)

O

— o farfold, der skal vare eus for alie Sandlede ofdig-
Esie,

Ml
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o Devalierwe baw relireres ved Sewvendelse il forfar-

ferie,

. o8 feks. Chriceensen {195} for en glimrende deskrivelse

arf e forskellipe stariske taripheattatefniriomnen fensen
{1906, bap. 13) indeholder en afternativ og mere nefe-

wrertied detalperel granenigang,

o Vi e dnpen viden oo, Svorndr de endelte obligatiover

er Sandfes § fober af dagen — en wndlip feifiilde.

. SSEy, =284 og S5E (=337 (SSE = Sum of

Squared Ersor). Den sadvanlie 3 tesritorrelse for
Goudncss;uf—ﬁt aedregmes 8 Benkaldiots 37 L o=
P27 o ¥ g = (L35, Sugen af modellerne farkasies
ved mormalt anvendte signififansniveaner: Testet shal
efag ages med stord fordehold, En sror del af SSE
dicfrarer i gurigt fra en pelativt stor feilprigfastsettele
af dew fange 790 2024 obligarion. CIR-madellens «fir
er Berfre endd Viesieed-modediens, fuix devme obfgmtion
wrtelacles,

L et Bewrerries, o en parallelforsbydning af shrad=

fiuren af fontinwert beregnede nutbapoi-reater
fadditiviter) er abviveadent mrea propartissal andeing
af e dfvsdees beregued’e nulnpon-renrer (amaliiplito-
e,

T Flele preecist perlider, at der wnderfigpende adtic er efen-

domaresten i de bupendetalivger, som figper senere enel
aptiomens wdifphsdate, ¥ 1 der folgende antages far
voerskuelighedens siylef, ot olle Lapondetalinger ligeer
senere el tedspunle T Devmed er det oped wprodlensa-
iz ar ancvende puc-cell pariteres iof gellesfning of o
CHPOINELLE frol Gpivans e,
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